Esercizi sui teoremi di Green, Stokes, Gauss

Esercizio 1. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale
F(Jj, y) = ($2y + earctan (sin:c-i—log;(1-i-:c2))7 $y3 — oS esm (y4+y2+1))

lungo il bordo del triangolo di vertici O(0,0), A(1,0), B(1,1) percorso in senso antiorario.

Esercizio 2. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale

F(z,y,2) = (sin <e“’8> +15yz, @’y + +xz, e (0145) 4 8xy)

3yt + 7

lungo il bordo della superficie ¥ = {(x,y, 2)ERY: z=9—a2—9% 2<0, y>0, 2> O}, orientato
positivamente rispetto al versore normale a ¥ che forma un angolo ottuso con il versore fondamentale

dell’asse z.

Esercizio 3. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale
F(z,y,z) = (52® — 14 cos (¢ — 1), 5y® — log (1 + arctan® (z2)), 2y — sin (z2))

attraverso la superficie > = {(x,y, 2)eERY: 22+ P +22=9, >0, 2> O}, orientata in modo che il

versore normale a Y formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Esercizio 4. Calcolare il flusso entrante del campo vettoriale
F(z,y,z) = (2* + ylog (2* + 1), 4y + zzlog (1 + 2°2°), 2° + zlog (y* + 1))

dal bordo dell’insieme ) = {(a:, y,2) ER?: 22 422<4, 0<y< 2}.

Esercizio 5. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale
F(z,y,2) = <2$2 + e = 3210 gy + e — 3210 325910 — :):z)

dal bordo dell’insieme €2 = {(m,y,z) ER?: 3—y -2 < <6—4yVy2+22, y*+22<9, 2< 0}.

Esercizio 6. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale
F(z,y) = (Ty — ™%, 2cos (e ) — 2%y + Tx)
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lungo il bordo dell’insieme €2 = {(x, y) eR?: 22 +42 <9, 0<y<a+ 3} percorso in senso orario.

Esercizio 7. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale
F(z,y,2) = <3yz +sin® 2, zz 4+ 1og® (1 +4?), 22y + ezz>

lungo il bordo della superficie > = {(a?, y,2) ER?: z=4—2% —¢? 22 +9* <3, >0, y> 0}, orien-

tato positivamente rispetto ad un osservatore posto come il vettore uscente dal paraboloide z = 4 — 2% —

y2.

Esercizio 8. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale
F(z,y,z) = (ysin (z + cosz') — 3z, y® "™, 3z 4 5a°z2)

attraverso la superficie 3 = {(:c, y,2) ER®: y=2— Va2 422, y> O}, orientata in modo che il versore

normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse .

Esercizio 9. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale

F(z,y) = (eSi” — 32%y, 22y — /2 + cos y)

lungo il bordo dell’insieme €2 = {(x, y) ER?*: 2?2 +92 <4, 2>0, y> O} percorso in senso antiorario.
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SVOLGIMENTO
Esercizio 1. Il campo vettoriale ' & di classe C' su R2.

Denotato con € il triangolo OAB, calcoliamo 'integrale / F-dP.
o0

Osserviamo che ) = {(x,y) eR?: 0<z<1, 0<y< x}

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che

— Of2 ofr B JA
/ast = /Q (%(I’y) - a—y(m,y)) dx dy =

:/Q(y?’—xz) dxdyz/ol (/Ox(y?’—ﬁ) dy) dr =
I (o

Esercizio 2. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/ F~dP:/r0tF-nda,
% b

dove rotF e il rotore del campo vettoriale I’ definito dalla scrittura formale

! J k
0 5 9
V(z,y,2) € R®: rotF(z,y,2) = Er 5 2 _

sin (6””8) +15yz 2%y + g + a2 e0s(0"+5) 4 8y

= (Tx, Ty, 2zy — 142).

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 9 — 2% — y?, dove

(© 2020 Sergio Lancelotti



Quindi ¥ = ¢(K), dove o(x,y) = (z, y, 9 — 2* — y*). Ne segue
che

/ F-dP :/rotF-nda :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
o% ) K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo ot-
tuso con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
axe

Nala9) = (=52t 0), =G 1) = (20 20,1,

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fonda-
mentale dell’asse z. Quindi un vettore normale a ¥ che for-
ma un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse z e
N(z,y) = —Ny(z,y) = (—2z, =2y, —1).

Si ha che
I‘OtF(O’(.’L’,y)) ) N('Tay> = rotF (.T, Y, 9— 'T2 - y2) ’ (_2'T7 _2y7 _1) =

= (7, 7y, 2zy — 126 + 142” + 14y%) - (=22, —2y, —1) = 126 — 282 — 28y* — 2uzy.

Ne segue che

/ F-dP = / rotF - ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dedy = / (126 — 2822 — 28y% — Qxy) dr dy =
% b K K
passando in coordinate polari nel piano zy
= / (126 — 28p? — 2p? cos ¥ sin 19) pdpdd = / (126p — 28p% — 2p3 cos ¥ sin 19) dpdv =
K/

K’

dove K’ =[0,3] x [%, 7]

=Tr </03 (90 — 2p%) dp> —2 (/03p3d,0) </fcosﬁsinz9d19> =
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Esercizio 3. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF~ndU:/ F-dP.
b Y

Flz{(x,y,z)E]R?’: P 4+y?=9, 2=0, xZO}, ng{(x,y,z)€R3: VP+22=9 =0, zZO}.

Osserviamo che 0¥ =1'; UT',, dove

Y A A \
3 3 2
0 3 = -3 19 3y
7
-3

Quindi

/ F~dP:/F~dP+/F-dP,
0% Y1 Y2

dove v e 75 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I's in modo che
0% =Ty UT'y sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a
3], che deve formare un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che 71 : [—3, 2] — R® & 71(¢) = (3cost,3sint,0). Quindi

jus

LlF'dP:[Z F(m(t) - n(t)dt,

NIE]

dove
F(n(t)~1(t) = F(?) cost, 3sint, 0) -(—3sint,3cost,0) = (45 cos*t,45sin’ ¢, 6sint)-(—3sint, 3cost,0) =

= —135sintcos®t + 135 cost sin® t.

Pertanto

/ F.dP = /2 F(71(t)) -1 (t) dt = 135/2 (—sintcos®t + costsin®¢t) dt =
7 -

n n
2 2
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=135 1cosf"’t+1sini"’t i =90
N 3 3 e

[SIE]

Inoltre si ha che v, : [0, 7] — R3 & 2(t) = (0, 3 cost, 3sint). Quindi

/VQF'dP:/OWF(%(t))'vé(t)dt,

dove

F(y(t)) - v4(t) = F(O, 3cost,35int) - (0, —3sint, 3cost) = (0,45cos’ t, 6 cost) - (0, —3sint, 3cost) =

= —135sintcos®t + 18 cos t.

Pertanto

/F-dP:/ F(yg(t))wg(t)dt:/ (—135sintcos® t + 18 cos* t) dt =
Y2 0 0

= [45 cos® t 4+ 9(t + sin t cos t)]7r =97 — 90.
0

In conclusione si ha che

/rotF-nda:/ F~dP:/ F~dP+/ F-dP =90+ 97 — 90 = 9.
by [ T Y2

Esercizio 4. Si ha che F & di classe C*! su R?. Per le proprieta degli integrali di flusso, il flusso entrante

di F' da 0f) e I'opposto del flusso uscente di F' da 0f).

Per il Teorema di Gauss si ha che il flusso uscente di F' da 0€2 &

/ F-nda:/divF(x,y,z) dx dy dz,
o+ Q

dove, posto F' = (fi, fa, f3), si ha che divF(z,y,z) = %(m,y,z) +

oh
dy

9fs

(l’,y,Z) + —(ZL',’y,Z).

0z
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Quindi divF(z,y,2) = 3(x® + 2%) +4 e

/ F~nda:/divF(:c,y,z) d:cdydz:/ [3(z* + 2°) + 4] dxdy d=.
on+ Q Q

T

Osserviamo che €2 ¢ I'insieme dei punti del cilindro retto di equazione 2% 4+ 22 = 4 e dei punti interni
ad esso, compresi fra i piani y = 0 e y = 2. Passiamo in coordinate cilindriche con asse coincidente con

I’asse y. Poniamo quindi

x = pcosv
Y=y p>0,0<9<2m, yeR, |detJs(p,d,y)|=p.
z = psind,
Allora
0<p<2
224+ 22 <4
(r,y,2) €Q — {0<v¥<2r
0<y<?2 0 )

Quindi Q = ®(), dove

Ne segue che

/ F-nda:/ [3(z* + 2°) + 4] d:)sdydz.:/ (30 +4p) dpdv dy =
o+ 0 /

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥ e y e la funzione integranda prodotto di

una funzione di p, una di ¥ e una di y, si ottiene

2 3 2
=4r (/ (3p° + 4p) dp) =dn {Zp‘* + 2/)2] = 807.
0 0

In conclusione, il flusso entrante di F' da 02 e

/ F~nda:—/ F -ndo = —80r.
a0~ an+

(© 2020 Sergio Lancelotti



Esercizio 5. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F-nda:/divF(x,y,z)da:dydz,
o9 Q

8f1 8f2 8f3

dOV@, pOStO F = (flaf2>.f3)a si ha che leF(l’,y,Z) = —(Z',y,Z) + —(Z',y,Z) + —(Z',y,Z).
Ox Ay 0z
Quindi divF(z,y,2z) =4z e
/ F-ndaz/divF(:)s,y,z)dxdydz:/45dedydz.
o0 Q Q
x

Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse x.

Si ha che
r=x

D : y = pcosv p>0,0<9 <21 z€R, |detJs (p, ¥, y)| = p.
z = psind

Si ottiene che ;

/ F-nda:/divF(x,y,z)dxdydz:/4xdxdydz:/ dxpdp dd dx,
o9 Q Q '

doveQ’:{(p,ﬁ,x)E]R?’: 0<p<1, w<9<2m, 3—p2§x§6—4p}.

Quindi

1 6—4p 1 6—4p
/ F-nda:/ 4xpd,0d19dxz7r/ ,0</ 4xdz)d,0:27r/ p[:ﬁ] dp =
o0 ’ 0 3—p2 0 3—p?

1 1
= 27?/ p[(6— 4p)? — (3 — p*)?] dp = 27?/ p (220" — 48p + 27 — p*) dp =
0 0

1 11 27 1" 17
= 27?/ (22p* — 480" +27p — p°) dp = 21 | =p* — 16p° + —p* — —p°| = —m.
0 2 2 6" |, 3

Esercizio 6. Il campo vettoriale I ¢ di classe C! su R2.

Per le proprieta degli integrali di linea, 'integrale di linea del campo F' lungo 0f) percorso in senso

orario ¢ I'opposto dell’integrale di linea di F' lungo 02 percorso in senso antiorario.
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Posto F' = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che I'integrale di linea di F' lungo 02 percorso in

senso antiorario e

_ of2 of1 B
/69+F-dp—/g(%(%y) —6—y(:c,y)> dx dy =

= —Q/xydxdy.
Q

Osserviamo che
Q:{(az,y)eRQ: 0<y<3 y—3<az< 9—y2}.

Quindi & un insieme z-semplice. Procedendo con
I'integrazione si ottiene

3 \/ 9—y2
/ F~dP=—2/ / rxydx | dy =
o0t 0 y—3

3 9—y? 3
= —2/ Yy {—xZ] dy = —2/ (3y2 — y3) dy =
0 2 0

y—3

1,13 27
— 2|y — St = =28,
[y 4y]0 2

In conclusione l'integrale di linea del campo F' lungo OS2 percorso in senso orario e

/ F-dP:/ F-dng.
0~ o0+ 2

Esercizio 7. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/ F~dP=/r0tF-nd0.
) b

dove rotF e il rotore del campo vettoriale I’ definito dalla scrittura formale

i j k
V(z,y,2) €R*:  10tF(2,y,2) = o & 7| = (2, —22).

3zy +sin®z xz4log® (1442 2ay+e”
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La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R
definita da g(z,y) = 4 — 2% — y?, dove

I\

K={(z,y) eR*: 2> +y*<3, >0, y>0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (z,y,4 — 2* — y?).
Ne segue che

/ F-dP:/rotF-ndaz/ rotF'(o(z,y))-N(z,y) dx dy,
ox 2 K

N
dove N(z,y) ¢ il vettore normale uscente dal Y
paraboloide z = 4 — 22 — g%
T

Un vettore normale al piano tangente a > e

0o oo 0 0
M) = G A 5 o) = (=g (o). =51 ) = (22 20, 1)

Questo vettore ¢ uscente dal paraboloide z = 4 — 22 — 2. Si ha che
rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (z,y,4 —2* —y°) - (22, 2y, 1) =

_ (x y, 227 + 2 — 8) (22, 2, 1) = 4 (22 + ¢?) — 8.

Ne segue che

/ F-dP:/rotF~nda:/rotF(a(x,y))~N(x,y) dxdy:/ [4(2* +y*) — 8] dady =
ox s K K

passando in coordinate polari nel piano

™

V3
2 _ T 3 _ T4 42 __§
(4p 8),0dpd19 = 2/0 (4p 8p) dp = 5 [,0 4p} =57

/Kf:[txﬁ] x[03]
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Esercizio 8. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndaz/ F-dP,
) %

dove il bordo di X e orientato in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale

a Y che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse y che ¢ j.

Si ha che
822{($,y,z)€R3: 2 4 2% =4, y:O}.

z

\ N

\ v
\
]

v ]

Una curva parametrica 7y che parametrizza 9% inducendo tale verso di percorrenza e ad esempio
v : [0,27] — R? definita da
~v(t) = (2cost, 0, —2sint).

Quindi )
/rotF~nda:/ F-dP:/F~dP:/ F(y(8)) - (1) dt.
5 o5 ~ 0

Per ogni t € [0, 1] si ha che
F(y(t)) -+'(t) = F(2cost,0,—2sint) - (—2sint, 0, —2 cost) =
= (6sint, 0, 6cost — 40 cos®tsint) - (—2sint, 0, —2cost) =
=80cos’ tsint — 12sin’t — 12 cos®t = 80 cos’ tsint — 12.

Ne segue che

2T 2T
/ rotF' - ndo = /F -dP = / F(y(t)) -+'(t) dt = / (80 cos® tsint — 12) dt = —24r.
2 o 0 0
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Esercizio 9. Il campo vettoriale ' & di classe C' su R2.

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che

_ dfo _% B
/aQF-dP—/Q(%(Ly) dy (ar,y)> dr dy =

:/ (2y + 32%) dady =
Q

passando in coordinate polari centrate nell’origine si
ottiene

= / (2,02 sin ¥ 4 3p® cos? 19) dpdv =

essendo ' = [0,2] x [0, Z] si ha

22(/02p2d,0) (/fmﬁdﬁ) —|—3</02p3dp> (/02008219dq9> =

2

=2 Bp?’r [— cosﬁ]f +3 Ep‘*]

0 0

B(t‘} + sin ¥ cos 19)]

1
§6+37r.
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